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大气动力学方程的 Hamilton 算法
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[摘 　要 ] 　将大气动力学方程组写成正则算子方程的形式 ,通过引入泊松括号 ,并利用原方程组的无穷个不变量 ,

深入研究其 Hamilton 性质 ,在忽略摩擦和外源强迫的情况下 ,证明了大气动力体系是一个 Hamilton 系统 ,从而构造

出求解它的辛算法 ,并用数值试验检验了该算法.

[关键词 ] 　大气动力学方程 ;Hamilton 系统 ;辛格式

[中图分类号 ] 　P401 [文献标识码 ] 　A

0 　引言
一切守恒的物理过程都能表达成 Hamilton 体

系 ,忽略耗散和外源强迫的大气运动过程就是典型

的例子. 辛几何构成了它们共同的数学框架 ,其理论

及应用正在日益发展 ,并在实践中发挥着越来越重

要的作用.

将辛几何应用于数值分析是冯康于 1984 年在

北京召开的双微会议上首次提出的[1 ] ,其主要理论

依据是分析力学中的基本定理 :系统的解是一个单

参数的保测变换. 后来经过不断的完善 ,它已发展成

为人们熟知的辛几何算法[1～3 ] ———Hamilton 力学计

算的一种新方法.

时至今日 ,辛几何算法不仅在常微 (有限维) 情

形已有比较系统和完善的理论 ,而且对偏微 (无限

维)情形也取得了很大的进展[4～7 ]
. 但对于诸如大气

海洋这样的非线性复杂系统 ,却很少有人去作深入

的研究. 为了弥补这方面的缺陷 ,王斌等针对大气动

力学方程就线性情形作了仔细的探讨 ,建立起辛算

子法理论[8 ]
,从而首次为辛几何算法应用于大气海

洋数值模拟架起了桥梁.

在本文中 ,我们将深入研究非线性情形大气系

统的 Hamilton 性质 ,并设计求解非线性正压大气体

系的辛算法.

1 　球面正压浅水波方程的 Hamilton

性质
相对于地球的半径来说 ,我们赖以生存的大气

可以说是薄薄的一层. 因此 ,采用球面正压浅水波方

程可以近似地描述大气的大尺度运动 ,可以抓住大

气运动的重要特征和性质. 大气体系虽是一个有摩

擦和外源强迫影响的耗散体系 ,但从整体来说 ,其惯

性运动起着主导作用. 因此 ,用计算机模拟大气运动

时 ,首先应该很好地抓住惯性运动的重要特征. 否

则 ,如果模拟的惯性体系被歪曲 ,那些体现强迫和耗

散的物理过程即使被描述得再精细也将于事无补.

为此 ,本文专门针对大气的惯性运动进行仔细研究 ,

发展有效的数值方法.

考虑球面正压浅水波方程 (忽略摩擦和外源强

迫的作用) :
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其中 u , v分别为纬向风 (东西风) 和经向风 (南北
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风) , <为位势高度 ,λ和θ分别为经度和纬度 , t 为

时间变量 , a 和ω分别为地球半径和旋转角速度. 方

程的定义域为 :

t ≥0 ; 　Ω:
0 ≤λ ≤2π,

- π/ 2 ≤θ≤π/ 2
. (2)

在南北方向 ,对 v 采用齐次边界条件 :

v (λ, -
π
2

, t) = v (λ,
π
2

, t) = 0. (3)

而在东西方向 ,采用自然周期边界条件 :

u (λ + 2π,θ, t) = u (λ,θ, t) ,

v (λ+ 2π,θ, t) = v (λ,θ, t) ,

<(λ + 2π,θ, t) = <(λ,θ, t) .

(4)

为了研究方便 ,我们将方程 (1)写成如下等价形式 :
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其中 1
2

( u
2

+ v
2) + <为系统局部总能量 ,ξ为位涡度 :
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1
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2ωsinθ+
1

acosθ
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(6)

是系统的一个守恒量 ,关于这一点在后面的讨论中

可以得到论证. 定义算子 J :

J =
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(7)

并记 :

F = [ u , v , <]
T

, (8)

则原方程可写成 :

9 F
9 t

= J G , (9)

其中

G = [ u< , v< ,
1
2

( u
2 + v

2 ) + <]T , (10)

引入Ω上的函数空间 :

　H
m
Ω = x (λ,θ) | x (λ,θ) = [ x1 (λ,θ) , x2 (λ,θ) ,

x3 (λ,θ) ]
T

, 　xi (λ,θ) ∈H
m (Ω) , i = 1 , 2 , 3 ;
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和能量泛函 H( F) :
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则不难验证 :

δH
δF

= G = u< , v< ,
1
2

( u
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2 ) + <
T

. (13)

于是方程 (5)便可写成正则形式 :

9 F
9 t

= J
δH
δF

. (14)

定义 H
m (Ω)上的内积 ( ,) 1 :

( f , g) 1 = κ
Ω

f ·gd s , 　( Πf , g ∈ H
m (Ω) ) ,

(15)

和 H
m
Ω 上的内积 ( ,) 3 :

( F1 , F2 ) 3 = κ
Ω

( F1 ) T
F2 d s , 　( Π F1 , F2 ∈ H

m
Ω) .

(16)

则在 ( ,) 1 下可以验证 9
9θ和 9

9λ的伴随算子为 (由齐

次边界条件 (3)和周期边界条件 (4) ) :

9
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3

= -
9

9λ.

(17)

因此 ,可进而证明 ,在 ( ,) 3 下 ,由 (7)式定义的算子 J

是反对称的 : J
3

= J
T

= - J . 利用 J 的反对称性即可

推出大气体系的重要物理性质 ———总能量守恒性 :

d H ( F)
d t

=
δH ( F)
δF

,
9 F
9 t 3

=

δH ( F)
δF

,J
δH ( F)
δF 3

= 0. (18)
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定义算符{ ,} :

{ T , S} =
δT
δF

,J
δS
δF 3

, 　

　　( Π T , S : H
m
Ω → R) , (19)

则它为 H
m
Ω 上的一个泊松括弧 ,而{ T , S }本身仍然

是 H
m
Ω →R 的一个泛函 ,并且可以证明该泊松括弧

具有如下性质 :

1)反对称性 :任给 T 和 S : H
m
Ω →R ,有 :{ T , S} =

- { S , T} ;

2)线性 :任给 a , b ∈R 和 H , T , S : H
m
Ω →R ,有 :

{ H , aT + bS} = a{ H , T} + b{ H , S} ;

　　3)Jacobi 性质 :任给 H , T , S : H
m
Ω →R ,有 :

{{ T , S} , H} + {{ S , H} , T} + {{ H , T} , S} = 0.

系统的一个守恒泛函通常还称作为不变量 (或第一

积分) . 显然 , H ( F) 为系统 (14) (或 (5) ) 的一个最基

本的不变量. 可以证明 ,系统 (14) (或 (5) ) 还具有另

外 4 个不变量 H0 ( F) 、H1 ( F) 、H2 ( F)和 H3 ( F) :
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它们分别代表大气体系的质量守恒性、位涡守恒性、

角动量守恒性和拟能守恒性 ,其中角动量 �ω定义

为 :

�ω = ucosθ+ aΩcos
2θ. (24)

除了上述不变量以外 ,大气体系还具有很多其他的

不变量. 关于这一点 ,可以从下面的讨论中得到论

证. 对方程 (5)的第 1 式和第 2 式作涡度运算并利用

式 (5)的第 3 式 ,就可得到气象上常用的位涡方程 :
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其中 v
3

= vcosθ. 对任何一个 R →R 连续可微的函

数 g ( x) ,容易推出η= g (ξ)也满足 (25)式 :
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再利用方程 (5)的第 3 式 ,便可推出下列守恒性 :
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即 Hg = (η, <) 1 为大气体系的一个不变量. 由于 g

的任意性 ,说明大气体系的不变量有无穷多个. 由于

ξ满足 (21)式 ,故为系统的一个守恒量. 关于大气体

系的不变量 ,我们有下列的定理 :

定理 1 　对任何一个泛函 T ( F) : H
m
Ω →R ,它为

系统 (14)的一个不变量的充分必要条件是 :{ T , H}

= 0.

上述定理的证明很简单 ,因为

d T ( F)
d t

=
δT
δF

,
9 F
9 t 3

=

δT
δF

,J
δH
δF 3

= { T , H}. (28)

所以 d TΠd t = 0 等价于{ T , H} = 0. 有了上述定理 ,不

难证明 :

定理 2 　若 T 和 S 都为系统 (14) 的不变量 ,则

P = { T , S}亦为该系统的不变量.

定理 2 从理论上严格论证了大气体系有无穷多

个不变量的结论. 根据这一结论和泊松括号的性质 ,

我们便得到关于大气体系的一个非常重要的定理 :

定理 3 　系统 (14) 的所有不变量组成的集合对

运算{ ,} (泊松括号)组成一个李代数 RH .

这一定理告诉我们 ,大气体系 (14) 具有与有限

维 Hamilton 系统相同的性质 ,因此 ,可以当作为一个

无限维 Hamilton 系统. 对于已给出的 Hamilton 泛函

H( F) : H
m
Ω →R ,必存在依赖 H 和时间 t 的辛变换族

G
t

H ,称之为相流 ,而 JδHΠδF 称之为相流的速度向

量.对任何不变量 Hs ∈RH ,由方程 9 F/ 9 t = JδHs /

δF 确定的相流 G
t

Hs
与 G

t

H 是可变换的 ,即 : G
t

H G
t

Hs
=

G
t

H
s

G
t

H .

那么 ,如何在数值求解大气体系 (14) 时保持其

Hamilton 性质呢 ? 这是一个非常重要的问题. 根据

辛算子法[8 ] 的思想以及一些相关工作[4～7 ] 的启示 ,

可以先将无限维 Hamilton 系统 (14) 用一个有限维

Hamilton 系统来逼近 ,然后再用辛格式求解这个有

限维 Hamilton 系统. 这是用辛算法求解大气方程的

一个重要途径.

2 　Hamilton 近似
现在 ,我们将无限维 Hamilton 系统 (14) 离散成

一个有限维 Hamilton 系统. 先将原系统的空间定义

域Ω进行均匀网格剖分 :

0 = λ0 < λ1 < ⋯ < λ2 n - 1 < λ2 n = 2π,
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-
π
2

= θ0 < θ1 < ⋯ < θ2 m < θ2 m +1 =
π
2

,

其中

λi = iΔλ, 　Δλ =
π
n

;

θj = -
π
2

+ jΔθ, 　Δθ =
π

2 m + 1
,

( i = 0 ,1 ,2 , ⋯,2 n - 1 ,2 n ; j = 0 ,1 , ⋯,2 m ,2 m + 1) .

函数 u (λ,θ, t ) , v (λ,θ, t ) , < (λ,θ, t ) 在格点

(λi ,θj )上的值记为 ui , j ( t) , vi , j ( t) , <i , j ( t) . 令 :

F
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u
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v
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u
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则其 Hamilton 泛函可离散为 :
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2
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1
4
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1
4
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定义变分导数
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h
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而

h
( u)
i , j = ui , j <i , j ,

h
( v)
i , j = vi , j <i , j ,

h
( <)
i , j =

1
2

( u
2
i , j + v

2
i , j ) + <2

i , j .

　( i = 1 ,2 , ⋯,2 n) ,

　( j = 0 ,1 , ⋯,2 m + 1) .

(38)

采用待定系数法[8 ,9 ]
,可求得与算子 J 相容的离散

反对称算子 J d :

J d =

0 ξd - Δ

λ

- ξT
d 0 - Δ

θ

ΔT
λ

ΔT
θ 0

(39)

其中ξd 、

Δ

λ 和 Δ

θ 均为 k0 ×k0 矩阵 ( k0 = 2 n ×(2 m

+ 2) ,ξd 为对角阵) ,且任给 g ∈R
k
0 :

g = g1 ,0 , g1 ,1 , ⋯, g1 ,2 m +1 , g2 ,0 , g2 ,1 , ⋯, g2 ,2 m +1 , ⋯,

g2 n ,0 , g2 n ,1 , ⋯, g2 n ,2 m +1
T

,

它们分别满足 :

ξd gi , j = (ξd g) i , j = ξi , j gi , j ,

ξT
d gi , j = (ξT

d g) i , j = ξi , j gi , j ,

ξi , j =
1

<i , j
[2ωsinθj - ΔT

λvi , j + ΔT
θui , j ] .

(40)
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Δ

λgi ,0 = ( Δ

λg) i ,0 = 0 ,

Δ

λgi ,2 m +1 = ( Δ

λg) i ,2 m +1 = 0 ,
　　　　(1 ≤ i ≤2 n) . (41)

Δ

λgi , j = ( Δ

λg) i , j =

g2 , j - g2 n , j

2 aΔλcosθj
, 　　　　 ( i = 1 ,1 ≤ j ≤2 m) ,

gi +1 , j - gi - 1 , j

2 aΔλcosθj
, (2 ≤ i ≤2 n - 1 ,1 ≤ j ≤2 m) ,

g1 , j - g2 n - 1 , j

2 aΔλcosθj
, ( i = 2 n ,1 ≤ j ≤2 m) .

(42)

Δ

θgi , j = ( Δ

θg) i , j =

1
4 naΔθ∑

2 n

i = 1
gi ,1 , 　　　　　　　 (1 ≤ i ≤2 n , j = 0) ,

gi , j +1 - gi , j - 1

2 aΔθ , (1 ≤ i ≤2 n ,1 ≤ j ≤2 m) ,

-
1

4 naΔθ∑
2 n

i = 1
gi ,2 m , (1 ≤ i ≤2 n , j = 2 m + 1) ,

(43)

对于定义在 R
k
0 上的内积 ( ,)

d
1 :

( g1 , g2 ) d
1 = ∑

2 n

i = 1
∑

2 m +1

j = 0
g

1
i , j g

2
i , j a

2ρjΔλΔθ, 　　　　( Π g1 , g2 ∈ R
k
0 ) , (44)

容易验证 :

ΔT
λ = - Δ

λ ,

- ΔT
θgi , j = - ( ΔT

θg) i , j =

ρ2

2 naρ1Δθ∑
2 n

i = 1
g1 ,2 , 　　　 (1 ≤ i ≤2 n , j = 0) ,

gi , j+1ρj +1 - gi , j - 1ρj - 1

2 aΔθρj
, (1 ≤ i ≤2 n ,1 ≤ j ≤2 m) , 　( Π g ∈R

k
0 ) . 　　(45)

-
ρ2 m - 1

2 naρ2 mΔθ∑
2 n

i = 1
gi ,2 m - 1 , (1 ≤ i ≤2 n , j = 2 m + 1) ,

最后 ,我们得到离散后的惯性体系 :

d F
d

d t
= J d

δh H
d

δh F
d . (46)

定义 R
3 k

0 上的内积 ( ,) d
3 为 :

( F1 , F2 ) d
3 = ∑

2 n

i = 1
∑

2 m +1

j = 0

( u
T

1 u2 + v
T

1 v2 +

<
T
1 <2 ) a

2ρjΔλΔθ, (47)

其中 F1 =

u1

v1

<1

和 F2 =

u2

v2

<2

∈R
3 k

0 为任给 ,而 u1 ,

v1 , <1 , u2 , v2 , <2 ∈R
k0 . 由 (31)式可得 :

d H
d

d t
=

δh H
d

δh F
d ,

d F
d

d t

d

3

=
δh H

d

δh F
d ,J d

δh H
d

δh F
d

d

3

= 0. (48)

定义离散空间的泊松括弧 :

{ T
d , S

d }d =
δh T

d

δh F
d ,J d

δh S
d

δd F
d

d

3

,

　　　( Π T
d

, S
d

: R
3 k

0 → R) , (49)

则同样可以验证运算{ ,}d 的反对称性、线性和 Jaco2
bi 性质. 另外 , 关于离散系统 ( 46) 的不变量 , 除

H
d ( F

d )外 ,还可以验证以下的两个不变量 :

H
d
0 ( F

d ) = ∑
2 n

i = 1
∑

2 m +1

j = 0
<i , j a

2ρjΔλΔθ, (50)

H
d
1 ( F

d ) = ∑
2 n

i = 1
∑

2 m +1

j = 0
<i , jξi , j a

2ρjΔλΔθ. (51)

不变量 H
d
0 ( F

d) 可直接从系统 (46) 的第三个方程推

出 ,而不变量 H
d
1 ( F

d)则可从下列离散方程得到 :

dηd

d t
= ΔT

λ (ηu ) + ΔT
θ(ηv ) , (52)

其中ηd ,ηu ,ηv ∈R
k
0 ,其结构与 u

d
, v

d
, <d 相似 ,它

们的分量定义如下 :

(ηd ) i , j = <i , jξi , j , 　(ηu ) i , j = ui , j <i , jξi , j ,

(ηv ) i , j = vi , j <i , jξi , j . (53)
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该离散方程可通过对系统 (46)的前两个分量方程分

别作用算子 ΔT
θ , ΔT

λ 然后相减推导而来. 类似上一节

的讨论 ,对系统 (46)的不变量 ,有如下定理 :

定理 4 　对任何一个离散泛函 T
d ( F

d ) : R
3 k

0 →

R ,它为系统 (46)的一个不变量的充分必要条件是 :

{ T
d , H

d}d = 0.

定理 5 　若 T
d 和 S

d 都为系统 (46) 的不变量 ,

则 P
d = { T

d , S
d }d 亦为该系统的不变量.

根据已有的 3 个不变量 ,利用定理 5 便可从理

论上严格论证离散体系 (46) 也具有无穷多个不变

量. 由此 ,得到了关于离散体系的一个非常重要的定

理 :

定理 6 　系统 (46) 的所有不变量组成的集合对

运算{ ,}d (泊松括号)组成一个李代数 RH
d .

上述定理表明 ,离散体系 (46) 为一个有限维

Hamilton 系统.

3 　全离散辛格式及其整体性质
根据冯康先生的思想[1～3 ]

,采用辛格式求解有

限维 Hamilton 系统 (46) 可保持其重要的几何性质.

而隐式 Euler 中点格式就是一种典型的辛格式[1 ]
. 求

解系统 (46)的隐式 Euler 中点格式可写成如下形式 :

F
k +1
s - F

k
s

Δt
= J

k + 1
2

s

δh H
k + 1

2
s

δh F
k + 1

2
s

, (54)

其中

J
k +

1
2

s =

0 ξk + 1
2

s - Δ

λ

- ξk + 1
2

s
T

0 - Δ

θ

ΔT
λ

ΔT
θ 0

, (55)

ξk + 1
2

s gi , j = ξk + 1
2

s
T

gi , j = ξk + 1
2

i , j gi , j ,

ξk + 1
2

i , j =
1

<k + 1
2

i , j

2ωsinθj - ΔT
λv

k + 1
2

i , j + ΔT
θu

k + 1
2

i , j ,

(56)

H
k + 1

2
s = Hs ( F

k + 1
2

s )

= ∑
2 n

i = 1
∑

2 m +1

j = 0

1
2

u
k + 1

2
i , j

2
+ v

k + 1
2

i , j
2

+

<k + 1
2

i , j <k + 1
2

i , j a
2ρjΔλΔθ, (57)

F
k
s =

u
k

s

v
k

s

<
k

s

, (58)

u
k
s = [ u

k

1 ,0 , u
k

1 ,1 , ⋯, u
k

1 ,2 m +1 , u
k

2 ,0 , u
k

2 ,1 , ⋯, u
k

2 ,2 m+1 ,

　　　⋯, u
k

2 n ,0 , u
k

2 n ,1 , ⋯, u
k

2 n ,2 m +1 ]
T

,

v
k
s = [ v

k

1 ,0 ,v
k

1 ,1 , ⋯, v
k

1 ,2 m+1 , v
k

2 ,0 , v
k

2 ,1 , ⋯, v
k

2 ,2 m +1 ,

　　　⋯, v
k

2 n ,0 ,v
k

2 n ,1 , ⋯, v
k

2 n ,2 m +1 ]
T

,

<k
s = [ <

k

1 ,0 , <
k

1 ,1 , ⋯, <
k

1 ,2 m +1 , <
k

2 ,0 , <
k

2 ,1 , ⋯, <
k

2 ,2 m+1 ,

　　　⋯, <
k

2 n ,0 , <
k

2 n ,1 , ⋯, <
k

2 n ,2 m+1 ]T .

(59)

而

F
k + 1

2
s =

1
2

( F
k
s + F

k +1
s ) , (60)

即

u
k + 1

2
i , j =

1
2

( u
k

i , j + u
k +1

i , j ) ,

v
k + 1

2
i , j =

1
2

( v
k

i , j + v
k +1
i , j ) ,

<k + 1
2

i , j =
1
2

( <
k

i , j + <
k +1

i , j ) .

(61)

容易验证算子 J
k + 1

2
s 具有反对称性. 为了便于应用 ,

我们把格式 (54)具体写出来 :

u
k + 1

2
i , j - u

k

i , j

Δt
+ Δ

λε
k + 1

2
i , j - ξk + 1

2
i , j <k + 1

2
i , j v

k + 1
2

i , j = 0 ,

v
k +1
i , j - v

k

i , j

Δt
+ Δ

θε
k + 1

2
i , j +ξk + 1

2
i , j <k + 1

2
i , j u

k + 1
2

i , j = 0 ,

<
k +1

i , j - <
k

i , j

Δt
- ΔT

λ u
k + 1

2
i , j <k + 1

2
i , j - ΔT

θ v
k + 1

2
i , j <k + 1

2
i , j = 0 ,

(62)

其中

εk + 1
2

i , j =
1
2

u
k + 1

2
i , j

2
+ v

k + 1
2

i , j
2

+ <k + 1
2

i , j . (63)

下面 ,我们研究格式 (62) 的整体性质. 从 (62) 的第 3

式 ,根据 Δ

λ 和 Δ

θ 的定义 ,容易验证该格式仍然保

持不变量 H0 :

H0 ( F
k +1
s ) - H0 ( F

k
s )

Δt
= 0 , (64)

其中

H0 ( F
k

s ) = ∑
2 n

i = 1
∑

2 m +1

j = 0
<

k

i , j a
2ρjΔλΔθ. (65)

从物理上讲 , (64) 式表示着全离散系统的质量守恒

性.再用算子 ΔT
θ 和 ΔT

λ 分别作用于式 (62) 的第 1 式

和第 2 式 ,然后相减 ,即可得到涡度差分方程 :

ηk +1
i , j - ηk

i , j

Δt
- ΔT

λ u
k + 1

2
i , j η

k + 1
2

i , j - ΔT
θ v

k + 1
2

i , j η
k + 1

2
i , j = 0 ,

(66)

其中
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ηk
i , j = ξk

i , j <
k
i , j = 2ωsinθj - ΔT

λv
k
i , j + ΔT

θu
k
i , j . (67)

从 (66)式便可直接推出全离散系统 (62) 的另一个不

变量 H1 :

H1 ( F
k +1
s ) - H1 ( F

k
s )

Δt
= 0 , (68)

其中

H1 ( F
k
s ) = ∑

2 n

i = 1
∑

2 m +1

j = 0

ηk

i , j a
2ρjΔλΔθ

= ∑
2 n

i = 1
∑

2 m +1

j = 0
<

k

i , jξ
k

i , j a
2ρjΔλΔθ. (69)

这表明全离散系统 (62)具有位涡守恒性. 下面 ,检验

一下全离散体系是否保持哈密顿势 Hs ( F
k
s )不变 ,即

它是否具有能量守恒性. 由 (54)式及算子 J
k +

1
2

s 的反

对称性可得 :

F
k +1
s - F

k
s

Δt
,
δh H

k + 1
2

s

δh F
k + 1

2
s

d

3

= 0. (70)

展开并利用 (62)式整理得 :

Hs ( F
k +1
s ) - Hs ( F

k
s )

Δt
=

　
Δt

2

4 ∑
2 n

i = 1
∑

2 m +1

j = 0
Δ

λε
k + 1

2
i , j - ξk + 1

2
i , j <k + 1

2
i , j v

k + 1
2

i , j
2

+

　 Δ

θε
k + 1

2
i , j +ξk + 1

2
i , j <k + 1

2
i , j u

k + 1
2

i , j
2

×

　 ΔT
λ u

k + 1
2

i , j <k + 1
2

i , j + ΔT
θ v

k + 1
2

i , j <k + 1
2

i , j a
2ρjΔλΔθ.

(71)

由此可知 ,辛格式 (62) (或 (54) ) 不能严格保持能量

守恒性. 只有当Δt 充分小时 ,式 (62) 才近似具备能

量守恒性 . 然而 ,在实际计算中 , ( 71) 式右端的

Δ

λε
k + 1

2
i , j - ξk + 1

2
i , j <k + 1

2
i , j v

k + 1
2

i , j , Δ

θε
k + 1

2
i , j +ξk + 1

2
i , j <k + 1

2
i , j u

k + 1
2

i , j 和

ΔT
λ u

k + 1
2

i , j <k + 1
2

i , j + ΔT
θ v

k + 1
2

i , j <k + 1
2

i , j 的量级均很小 ,大

约为 10 - 3 ;而离散泛函 H ( F
k
s ) 中的 1

2
( ( u

k
i , j ) 2 +

( v
k
i , j )

2
+ <k

i , j ) <k
i 的量级却大得多 ,大约为 10

9～10
10

.

这样 , (71) 式右端相对于 H ( F
k
s ) 来说量级非常小 ,

接近甚至等于机器零. 所以 ,格式 (62)几乎严格保持

能量守恒性 :

Hs ( F
k +1
s ) - Hs ( F

k
s )

Δt
= 0. (72)

关于这一点 ,可以从后面的数值试验中得到验证. 若

采用下列格式求解系统 (46) :

u
k +1
i , j - u

k
i , j

Δt
+

1
2

Δ

λ εk +1

i , j +εk

i , j - ξk + 1
2

i , j <
k + 1

2
i , j v

k + 1
2

i , j = 0 ,

v
k +1
i , j - v

k
i , j

Δt
+

1
2

Δ

θ εk +1

i , j +εk

i , j +ξk + 1
2

i , j <
k + 1

2
i , j u

k + 1
2

i , j = 0 ,

<k +1
i , j - <k

i , j

Δt
- ΔT

λ u
k + 1

2
i , j <

k + 1
2

i , j - ΔT
θ v

k + 1
2

i , j <
k + 1

2
i , j = 0 ,

(73)

类似上面的推导可以证明 ,格式 (73) 不仅能保持质

量和位涡守恒 ,而且能严格保持能量守恒性. 但该格

式却不是辛格式. 不过 ,由于它良好的整体性质 ,它

在实际数值模拟中可获得与辛格式同等的效

果. 　　

4 　数值试验
为了检验辛格式的计算效果 ,今用理想的 4 波

Rossby2Haurwitz 波[10 ] (简称 R2H 波) 来对它进行试

验. 这是一种常用的检验数值格式的方法. 由于 R2H

波的解具有优良的性质 ,即波形和振幅不随时间的

发展而改变 ,只是相位会有规则地移动. 显然 ,一个

数值格式能否保持真解的这些重要特征是可以作为

衡量该格式计算能力的一个重要准则. 那么 ,辛算法

能否通过这一检验呢 ? 且看下面的数值试验. 4 波

Rossby2Haurwitz 波的初始场为如下形式 :

<(λ,θ) = <0 + a
2 ω2

4
[ ( r + 1) cos

2 r+2θ+

(2 r
2 - r - 2) cos2 rθ - 2 r

2 cos2 r- 2θ] +

2ω(ω + Ω)
( r + 1) ( r + 2) [ ( r

2
+ 2 r + 2) -

( r + 1) 2
cos

2θ]cos
rθcos ( rλ) +

ω2

4
[ ( r + 1) cos

2θ - r - 2 ]cos
2 rθcos (2 rλ) ,

u (λ,θ) = aω[cosθ+ cos
r- 1θcos ( rλ) ( rsin

2θ - cos
2θ) ] ,

v (λ,θ) = - aωrcos
r- 1θsinθsin ( rλ) .

其中 r、ω、Ω和 <0 分别表示纬向波数、超级旋转角

速度、地球旋转角速度和大气平均重力位势. 这里我

们分别取 r = 4 ,ω = 31924 ×10
- 6

s
- 1

,Ω = 71292 ×

10
- 5

s
- 1

, <0 = 78 400 m
2
s

- 2
. 采用上述公式 ,即可求出

初始时刻 < , u , v 的值. 以北半球重力位势场为例 ,

可以画出其波形 (如图 1 所示) . 可以看到 ,由于 r =

4 ,北半球初始重力位势场沿纬向出现 4 个均匀的槽

脊变化 ,故称之为 4 波 (南半球情况相同) . 图 2 给出

了用辛算法积分 120 天的结果 ,不难发现 ,重力位势

场的波形和振幅确实没有发生改变 ,只是相位有所

移动. 这表明辛格式确能保持真解的重要特征 ,从而
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显示出它很强的模拟性能.

数值试验还显示 ,辛格式具有良好的物理性质.

从表 1 可以看出 ,该方法能够严格地保持三个总体

守恒性 :总能量守恒、总质量守恒和总位涡守恒. 值

得一提的是 ,极地是大气系统的可去奇点 ,用差分方

法离散模拟时 ,往往会出现很强的高频效应 ,从而导

致极区的紊乱现象. 通常需要采用滤波或平滑的方

法来克服这一困难 ,但那样又会破坏总能量的守恒

性.然而 ,采用辛算子法来求解 ,可以完美地解决这

些问题. 在上面的数值试验中 ,经 120 天 (43 200 步 ,

时间步长 240 s) 长时间数值积分后 ,未作任何滤波

和平滑 ,在极区也没有出现任何高频波或计算紊乱 ,

这一点从图 2 中可以直接看到. 由此可见 ,辛算子法

确实是性能优秀的数值方法 ,它的实用性将在另文

中进一步显现出来.

图 1 　初始时刻的 Rossby2Haurwitz 波

Fig11 　The initial Rossby2Haurwitz waves

图 2 　积分 120 天后的 Rossby2Haurwitz 波

Fig12 　The Rossby2Haurwitz waves after 1202day integration

表 1 　辛格式模拟的全球总能量、总质量和总位涡随时间的演变

Table 1 　Evolutions of the global energy , global mass and global potential vorticity simulated by symplectic scheme

积分天数

Integration Day

全球总能量Πm4·s - 4

Global Energy Πm4·s - 4

全球总质量 Πm2·s - 2

Global Mass Πm2·s - 2

全球总位涡 Πs - 1

Global Potential VorticityΠs - 1

1 7618457306235. 04 175248643. 1728687 - 0. 00000000000000001

20 7618457306244. 33 175248643. 1728679 0. 00000000000000009

40 7618457306240. 22 175248643. 1728706 - 0. 00000000000000008

60 7618457306237. 16 175248643. 1728692 0. 00000000000000008

80 7618457306244. 37 175248643. 1728689 - 0. 00000000000000009

100 7618457306230. 20 175248643. 1728696 - 0. 00000000000000003

120 7618457306238. 05 175248643. 1728700 0. 00000000000000021
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HAMILTONIAN AL GORITHM FOR SOL VING THE

DYNAMIC EQUATIONS OF ATMOSPHERE

WANG Bin1 , 　J I Zhong2zhen1 , 　XIAO Qing2nong2

(11LASG , Institute of Atmospheric Physics , Chinese Academy of Sciences , Beijing 100029 , P R China ;

21Department of Meteorology , Florida State University , U S A)

[ Abstract ] 　The Hamiltonian nature of the dynamic equations of atmosphere is studied further , based on its regular form and its infinitely

many first integrals equipped with a given Poisson bracket. Without the friction and forcing processes , the dynamic equation system of atmo2
sphere is proved to be a Hamiltonian system. A symplectic scheme to solve the system is proposed , whose good performance is shown in a nu2
merical experiment.

[ Key words] 　dynamic equations of atmosphere ;Hamiltonian system ;symplectic scheme
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