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半拉格朗日平方守恒计算格式的研究*

      陈嘉滨 季仲贞
(中国科学院大气物理研究所 北京 10002引 (中国科学院大气物理研究所大气科学和地球流体

    力学数值模拟实验室.北京 100029)

摘 要 作者研究了 种新的显式平方守恒的半拉格朗日计算格式 该格式是欧拉空间平

方守恒格式在半拉格朗日空间的推广和发展，并采用了守恒插值方法 此外，还给出这种格

式在一维原始方程上的应用口

关健词二半拉格朗日计算格式;完全能量守恒二守恒插值

前言

    目前半拉格朗日计算格式广泛应用于数值天气预报业务，不仅提高了计算时效而且

改进了计算精度。但存在的问题是原来偏微分方程的整体守恒性得不到保证，长时间数

值积分会带来计算误差 世界上使用的守恒格式，是指在时间保持连续情况下的守恒，
典型格式是Arakawa的格式[I1在时间离散情况下 这样的守恒格式却不能保证物理
量的守恒 并且其守恒性问题仅局限在欧拉空间讨论。目前，国外研究半拉格朗日空间

的守恒格式尚不多见 本研究是应用欧拉空间显式完全平方守恒格式[[2.31和守恒插值方
法41.构造一种新的平方守恒半拉格朗日计算格式。本文将这种新格式应用到一维原始

方程上.并得到初步的计算结果

2 一维浅水波方程的分析

    欧拉空间完全平方守恒格式的关键，是偏微分方程右端项的微分算子的离散空间算

子具有反对称性质，它们的平方变量 (如能量)可写为辐散形式 在拉格朗日空间，偏

微分方程也应具有此性质 该格式才能推广 对一维重力波方程

(l)

(2)

其能 量方程为

旦厂{{一‘,+ (p2、一 乒( urp2、-
dr\ 2 / Cx \ 2  J

,Pu2+e,2互
2     CX

(3)
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其中:、是速度，W是位势。显然，(3)式右端项不具有辐散形式。因此，方程(1)和

(2)的右端项很难构造出具有反对称性质的离散空间算子

    引人辐散的拉格朗日表示[al

cuex=止兰(6x)    Jx dr“
(4}

其中6二表示随流体运动的无限小的长度间距。于是，在拉格朗日空间一维重力波方程

(1)、(2)可改写为

(5)

(6)

dt (}_ J Sx )_一嵘 T} 7 1
dr (}}dx )_一疡2 cx

其 中

                      lp二40.

方程 (5)和 (6)的总能量方程为

L' = li x

d从2 +衬、_d f ù}p十Wz、_、_ 、__户2_WZ、_ ;八42、
dr }一一万一一厂不t一-了--‘胡少一一‘,_, c'x }“丁厂 。t“一丁少

方程( 7)的左端项表示在无限小的空间格距6x内的能量 重力波方程经过引人散度的

拉格朗H表示式，其形状改变为方程(5)和(6)它们的总能量方程(7)的右端项巳
具有辐散形式 这表明方程组(5), (6)右端的微分算子可构成具有反对称性质的离散

空间算子 因此 可以在拉格朗日空间中应用类似于欧拉空间构造完全平方守恒格式的
方法来构造格式

3 拉格朗日空间完全平方守恒格式的构造

    拉格朗日平方守恒格式的构造分为两部分‘第一部分是针对出发点与到达点之间的

守恒格式构造 称为守恒格式构造;第二部分是标准等距网格上的平方守恒量到由出发

点组成的非等距网格上平方守恒插值的构造.称为守恒插值构造
    类似于欧拉空间显式完全平方守恒格式{(1- 1，在拉格朗日空间中，发展方程数值求解

问题也可归结为如下形式:

丝十HF= G. lim介严(x).
dr : 。

(s )

其中dF! dt是随体微商;H= H(F x, t)是一个线性或非线性算子;G是源汇项。为方

便起见 我们取G=0。在〔x, I )空间 离散化并布网(rnh、二) 其中h是空间步长，:为

时间步长

    为了便于计算，使用如下的符号定义

(G. F)二Y_F�,G,nhm (9)
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为两个网格函数的内积，而

一，月=(F, F)' (10)

为函数F的范数

    对(8)两端作t微分.并在半拉格朗日空间对网格函数裂十、作Taylor展开取二
阶近似 则有

F”十I=厂几一rA
        :2了SA.F';、，厂:一。万}一                                      St-   ) (11)

其中角码。和n+1分别表示现在和未来时间层;下角码I表示标准网格点坐标，而‘则
表示流体质点经过:时间到达标准网格点了的出发点坐标 这个出发点坐标*一般不与
标准网格了重合 流休质点在出发点，的变量，是由标准网格I的变量值由守恒内插求

得(见下面第4节).这是十分重要的一步。这里 如第一节所述.算子A应具有反对
称性质 (JA� F; I'&)是dHF% dt的差分算子;:。是待定耗散系数。可适当选取系数

:.使 ( 11)式保持完全能量守恒的目的。

    将(11)式中第三项写为算子形式:e- B，其中H为耗散算子 这样它就Ff改写为

                              尸 十I二 F':一 r L F'_ 付2)

其中

                        L厂笠=A� F';+e� 7B,尸二. (13)

    在平方守恒条件下计算耗散系数灼。 对 (12)式两边平方，在网格上求和，并利

用(9)和( 10)式定义的符号、则有

              IF0"11-=一F': Ii+ -1i LF:一二一2-(LF'; ,F':). (14)

假如以下条件

                    L勺LF; II'一2r(LF. .F;)=。 1151

成立.则(12)式为半拉格朗日平方守恒的差分格式

    将(13)式代人上式 并注意到算子成是反对称的，即(A, F", .F.卜Q.则有

            :翎A.. F':+:TB,, F". l, -'一2r(F..E�rB�F', )=。. (1G)

上式可进一步化为以耗散系数价为变量的一元二次方程

    r'9 B�F';1-E:一2[(B,} F'. .F:)一r(B� F. ,A� F': )]s�+一A� F. II二。 (17)

其解为

K,

卜h K2)斗了(卜r   }=h K2一(
(18)

江
其中
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        {{A
K】， —

      (B�

}，F'. 12
F几 F',)

      (B� F': ,A
K-= —

          (e} r0;

F.)·h

尸几)
K3

{{B� F':】}·II A� F':】{·h

(B� F:,F;)
(19)

当:斗。‘E11~常数，格式(12)与原微分方程是相容的

    下面讨论稳定性问题 由于}K3 I > I K,}、且(18)式分母中根号内的值应大于
零。 则有

，一(卜云K=)“一(贡K3,一(卜贡K3一责、)(卜责K_ +云K3
若K3 > 0，则上式右端第2括号内的值必大于、.有:簇h/2K3;若K3 < 0,则式右端
第1括号内大于1，有:廷h/2(一K,) 因此，有

下毛
    h

2丫K3’

就是稳定的。

(20)

只要时间步长下满足上式，格式 (工2)

    由上面稳定性分析我们发现 不要求K:一定是正的，也不要求B算子为正。因
此. B算子的构造就比较自由了 可取

        An+、F7.’一月，厂飞
B,厂,=_

其中

户，一飞二F飞一:A� F

守恒插值构造见43小节。

4 半拉格朗日完全平方守恒格式在一维正压原始方程中的应用

4.1基本方程
    对于一维正压原始方程

创

(22)

dudt一兴十八
_drdf一M.
dt一。cu. (23)

引入如第2节提到的散度拉格朗日表示式(4)，并引人符号}_-4tP,(C,V)=叭“:)，
则 方程 (21)~ (23)就 G7改写为

、

、

4

﹃1

，

，

‘

‘

dt (U J Dx )_

a (VJaX )-

一}(ax}工李{零卜Al,
        L丫 乙x \ ‘ / J

一J ax VU),
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d1 (40 J Sx )=一俪(号(u)) (26)

其总能量方程为

d ( u-+、，+价 。\_ c ( 1102\
下-1        }—        W}xl一 一 育一【一下一 }OX
U I 、 ‘ 2 ( 丫 、 ‘ 了

(27)

4.2 离散化

    假定空间格距4x是固定长度 到达点是在标准网格上。出发点一般不在标准网格

上，其空间格距dx) -是格点位置的函数。为了确定出发点的网格，我们不采用到达标准

网格点的流体质点的出发点，而使用到达标准网格的半点(如j+1 /2, j- 1/2)的
流体质点的出发点如图1所示 显然，这种网格的格距6x; 是非等距的。

                      -:,- I一冬，+:十1

— 一一卜丫才下一甘

/
7- 1=0- 了一 1x勺

图1 一维半拉格朗日格网和质点位移示意图

    流体质点的出发点的确定，是用，时刻的速度，采用常用的迭代法计算出 例如，

对于到达(t十山)时刻(j+1 /2)格点的出发点，其位置为

                戈+粤一*一!)=X,十牛一to"+粤一，。·!,.                      (28)

这里X〕一!:= jAx.:( j+ 1 / 2)是出发点与到达点 (_/+ 1 /2)间距离(以格点Ax为
单位‘一般是一个非整数)出发点的速度u一，._- a}:+ I:、由立方内插求出，迭代求解
(28)式可得到:值 上角码时间层，，表示该变量是取t时刻的值.而，7+1是取t+ 4t

时刻的值

    出发点的网格距6x.为

6x一X"+一:。、})- Xj   -a。一黔)一△X- Td1(') (29)

其中
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6u; ,= 2r", ,:一，I,;2一u;-;·:一:I -!二) (30)

    应用 (12)守恒格式，并采用两层时间格式，则 (24)一(26)的离散化形式为

        L..,. i J Ox = C; y S.xj - T A t; " }67.万一:T 2 B,。Jbz-,          (31)
          V"1J4x二V ; J 6.x;一:AV" Jbxj - F" T2 B�V,4b2万. (32)

        树‘!J A.x =。./ a..万一。。、不万一二T2B,4jJ6x,，               (33)

其中Ax是标准网格(J)的格距.V)是出发点网格
    为了保证完全能量守恒，方程 (31)一 (33)右端第2项的差分格式为

训

(35)

(36)

、。丽三一- 1J d.x; [ ,w六̀}l川之一厂r 1(豹一、弓
4L" q Ox三一J 6.x,庄一‘一Jbx; U川 、

  一 ‘4t}

这里

“瓦 二一、)̀fix' 2cui.x、一、-xj (u)x 2

  — ‘ /A- ,+ A;    A;一 AI-- 、 ! A- ,一 A._
一(A)"=(— 一一 片 -=一 =共二丁一一一

卞 二 “ u.cj ‘“气
V丁一丫W了

(37)

4.3守恒插值
    应指出，在上面构造的守恒格式(12)或(31)一(33)式中，所说的总能量守恒

是指.。十1时刻标准网格(j)上的总能量与:时刻出发点网格灯)上的总能量相等。实
际上，要求。和”+1时刻在标准网格 勺)上的能量相等 为使灯)网格上总能量与。时

刻标准网格 ((j)上的总能量相等 必须进行守恒插值 即由刀时刻了网插到灯)网上
6先.将标准网 (1)上的总能量

:一告(!!’+、’+。“。 (38)

用守恒插值格式回插值到V)网上;第二步，用已计算出小网上的(“丫)或(0)值，用
上式求出 (训 或(u, r)值 具体操作如凡

4.31 守恒插值

    我们假定能量E(以下用A代表)在U)网上的格距6X7内积分平均值为

A一牛 f, A " (.Y)(1.Y
      OXf Ja

(39)

其中“=X0一  I

值A'‘来确定

即

'('- I)和h= X','.::一。。、;zi =为了决定A
每个格点值是假定等于相应格距(]+1/2 -j-

函数A"(对必须由格点

1/2)范围内的平均值，
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      1  fx一1

A:’一AX.1、、“’‘(.x )dx (40)

与此相对应A" (x)的最简单的定义是假定A"(x)在对应的格距范围内逐段常定，即等于
格点距值，

A"(x)一注了 x,一去(x-< x (41)

如此 (39)式的计算就十分容易了 用简单的长度平均即可 实际计算时，分如 F三

种情况 (见图1)。令

、，一〔。+告)一、:·。+合)+。.:}}一、。一告)一、，·、，一含)一。.5】， (42)

表示在出发点〔+1 / 2- a(j+ 1 / 2)1和卜一l/2-x心一1 /2)]之间包含有
网格 另外，1'(x)= NTNT(x) 它表示取最靠近，的整数

    (1)当A'--1、表示出发点[j+ 1 / 2- xU+ 1 / 2)1和口一1 " 2- a(j-
在同一标准格网内、这时有

N个完整的

2)1是落

d，一,fix[x。一粤)+1一，。+ j二，A一d;i A气一\x沁十会、一二] (43)知

﹄
(2)当A"= 0.表示出发点U'+ 1 / 2- x(j+ 1 / 2)1和〔/一1/' 2- ay- 1 / 2)1是落在

两个相邻的格网范围内 令j}k示两个出发点之间的一个半点的标准格点坐标 即

、一了+告一，.(x(i +告)+0.5)

、、一:x[V+合)一。十告)一、l. d:一Ax[j,一。一咨)+x(/一告)1
因此.(39)为

          ,5x街二心 A ?_

    (3)当,1' > I.出发点口+

标准格网，有

11,、十去卜叫+斌群匕一、t,。一喜、、。月 (44)

2- x(/+ I / 2)]和['- I / 2- x(j- I  2)]之间有 、个

、一，+粤一、[a(j+告)+。5]， 2一J-合一、[x。一告)一0.>l.
如=Ax[(j+

= 八x,

(39)为

告)一。+告 d:一△x[j:一。一告)+xU-
，，:人r

因此，

6x A}一“;, A;i+d=_ AJ"2+ 心A;" , , (45)
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其中

力一。+，)一二·。+合)+0.51 一。一，)一，::。一粤)一0.51
参见图 1.就很容易证 明

I A;' Ax一Y, TIT 6.r (46)

即出发点网格U)上的总能量就等于标准网格(力上。时刻的总能量
4.3.2 高度场的计算

    用上面的能量守恒插值公式可计算出在叱乃网格上的能量E 用下面的公式可十分
简便地计算出高度场。能量为

[(u川口十(l)二必+(夕 (47)
1

-
，
1

 
 
一-  

 
 

~
少
 
 
百

或写为高度场m变量的一元二次方程

                    (o)2+[(u一)2+(、

其解为

]m一2E,二0

[(u)2+(、)二]二士v [(u、2‘(、)二1-+8E (48)
1

-，
1

 
 
一一

 
 
 
 
 
 

一 
 
口

只能取+号 石才不会出现负值 如此 我们就计算出了(U)网上高度场的值

5 计算结果

为了简化.在计算中假定方程 (21)~ (23)中的科里奥利参数/-0.这样‘三

个方程构成的一维原始方程组可以变为两个方程构成的重力波方程组 初值给定为

ir= 乙，+u(, sin

= H+ ),,sin

(2rzX  )L x

(L、)
其中t = 10 m; s,  H=800 m.  L二6 400 k m. a� -- 0.5 m / s和u,=JH/g 积分范
围是由64个格点组成的区域，空间格距为Ax = 100 k m 时间步长Ar=100s

    为了比较 用传统的半拉格朗日方法积分了同样一维重力波方程，其形式如下

坐
酥
AI

可一’一“万场、-

州‘十’=h';-- 21x()
9Ax

[6Z、二(Q Y'-，。、]-

[(?6 A., (u);几川，

其中2x功是出发点j- 2a(/)到到达点(力之间的距离 (以△x为单位);n"、表示在标准
网上2 Ax距离的有限差分，而其下足码I- a沪是表示，将标准网上有限差分用立方内插
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插值到这个"旬- a叨上
    表1给出了用本文的守恒格式和传统的格式分别积分10 000步得到的(间隔1 000

步)总能量的变化。从表中发现 本文的守恒格式，可保持 12位有效数字不变化.而

传统格式仅能保持5位有效数字不变化 因此，本文半拉格朗日计算格式的确保持了总

能量守恒:

表 1 总能，变化列表

步数 传统格式 l、10'(1) 守恒格式(、10叭
0 0308 138 511 188 0.308 138 511 188

1 000 一 0308 138 511 188

2 aoo 0.308 138 331 602 0 308 138 511 188

3000 0.308 138 .752 059 0908 138 511 188

4 000                   一 0.308 138 511 188

< 000
                                                                                  一

0_308 138 111064 0.308 138 511 188

6 000 0.308 138 049 Oil 0308 138 5l 1 188

  000                   一 0 308 138 511 188

8 0011                    0.308 13? 940 415 0.308 138 511 188

9 000 . 0 308 133 893 259 0.308 138 511 188

          一 0.308 137 850 42l } 0308 138 511 188

    图2分别给出了传统格式和守恒格式积分1103步 (约30.5 h)的高值场值。在此

m间.分析解 (同样给出在图2)大约5次通过积分区域。与分析解 (实线)比较 守

值格式的振幅略有增大.而传统格式的振幅略有减少，位相都有落后

Solo仁牙衷

田 二 分析解 (实线J.传统格式 1点线)和本文的平方守相格式 (虚线)在 30.5h的高度场分析

纵坐标表不高度值 丈m).横坐标表示距离 l以格点为单位)
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6 结语

    本文主要从理论上研究了显式完全能量守恒的半拉格朗日计算格式、并以简单的一

维重力波方程作了实际计算。计算结果表明，本文提出的半拉格朗日平方守恒格式的确

能保持总能量守恒，高度场分布也合理 这是一个初步的研究，下一步将研究半拉格朗

日半隐式格式，并推广到二维场
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Abstract    A new complete energy -consen ing semi-Lagrangian scheme is constructed and developed

based on an energy-conserving scheme in the Eulerian space. In the construction, energy-conserving

interpolation is used. The new scheme is applied to one-dimensional primitive equations. And

computational results show that the nets scheme is available
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