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本文讨论数值积分过程中截断误差和舍入误差的分离方法和理论!解析地给出某些数值计算方法的理

论截断误差!并以此来分离计算结果中的误差(然后引入参考解的办法!用来分离更为一般的微分方程求解过程

中的截断误差和舍入误差(以参考解算法为基础!对一个偏微分方程的数值解进行计算!所得结果与采用理论截

断误差得到的结果进行了对比!发现&$
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%当使用迎风差和中央差格式时!理论截断误差和近似截断误差在数值

上高度一致!说明了参考解方法的正确性)$
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%对于一阶的波动方程!迎风差和中央差格式的理论截断误差在形

式上也具有波动的周期特征!振幅的大小与计算参数有关)$
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时刻!而近似截

断误差的适用时间范围为一个有限的时间段!不过它可以很容易的获取一般微分方程的截断误差!而不需要复杂
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非线性动力系统局部存在唯一的解(数值计算是一

种常用的研究方法!但使用计算模拟来代替物理实

验进行研究时!结果不可避免地会受到误差的影

响!正如
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%所指出的!通常有
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种误差来源会对模拟结果有影响(这
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种误差分别

为&数学模型的误差'初值的误差'差分格式带来

的截断误差 $也称为离散化误差%和计算机的舍入

误差(

如果不考虑初值误差且假定模型是完美的!那

么计算过程的误差将主要由截断误差和舍入误差所

构成(数值计算中舍入误差的研究可以追溯到电子

计算发明的时期!最早被计算天体运行轨道的天文
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究了数值积分过程中的舍入误差!
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%详细地讨论了算术过程中的舍入误差问题!

其思想和方法对以后的研究者产生了重要的影响(
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%的研究表明!微分方程的计

算结果受舍入误差的影响可能比一般的代数过程更

为严重!而且他引入的一些统计假设成为是研究舍

入误差影响的强有力工具(很多使用计算机进行计

算研究的学科遇到舍入误差的问题!关于这些研究

的更详细的介绍可以参考
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%的专著

及其中所列文献(通常认为舍入误差的影响并不是

主要的!不会影响计算的主要结果(但是
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%的研究改变了以往对舍入

误差影响重要程度的认识!发现了某些非线性系统

即使初值完全准确!由于舍入误差的存在!系统的

计算也存在最大有效计算时间(他们首次将舍入误

差的影响研究提为 *计算不确定性原理+!这无疑

是对计算本质的非常重要的新认识(
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系统进行了时间

步长敏感性的研究!而且对准地转模式进行了分

析(

舍入误差对计算的影响体现在这几个方面&
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%舍入误差可能造成计算不稳定!是非线性计算

不稳定的一个重要原因)$
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%舍入误差还可能造成

计算结果不收敛 $
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算结果不确定)$
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%舍入误差可能对数值模式的可

预报性产生影响!限制了预报时间 $王鹏飞和黄
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%(舍入误差与浮点计算精度密切相关!

为了研究误差的变化规律!需要一个可行的计算方

案分离截断误差和舍入误差!以便对它们的影响进

行细致的研究(
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E

4

(

AI@

!

中央差格式的截断误差
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来推导截断误差的相位差的所得结果相似!但不同

的是!本文采用的是实数初条件
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J
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这样做的好处是可以方便地利用二维图形来显示变

量
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和舍入误差
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在
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方向的分布!

而且避免了使用复数进行计算(
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近似截断误差

并不是所有的微分方程都能得到解析解
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此有必要发展一种方法来分离那些无法得到解析解

的方程在积分过程中的截断误差和舍入误差(

计算机的浮点计算精度直接影响到最终计算结

果的舍入误差!以
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表示浮点计算精度的话!对应

的计算结果的舍入误差为
E

/

)如果计算精度为
%
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!

我们记最终结果的舍入误差为
E

/%

!其它精度时的

记号以此类推(当算法是稳定 $不发散%的情况

下!对于有限时间段的数值积分有如下引理&

引理
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!当计算机浮点计算精度无限高时!所得到

的计算结果
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步积分计算引入的舍入误差可以记为
E

/%

,

0

-

%$

G%

!其中
0

为常数(可见当
%

+M

时!

0

-

%$

G%

+

$

!得证(

图
#

!

$

0

%迎风差格式的理论截断误差 $

M40

%和近似截断误差 $

M4

%随
J

的变化 $

!\!$

%)$

U

%理论截断误差和近似截断误差的差别随计算
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N(4'J2-/4'*.

6

+4/*05+7'*5*

$

!\

!$

%)$

U

%

4'*0)01

=

4(7014/.)704(-)*//-/0)F0

66

/-V(504*4/.)704(-)*//-/H*/+.++4*

6

+(X*

引理
@

!若某次计算时使用的精度为
%

%

!对应的舍

入误差为
E

/%

!那么一定存在一个计算精度
%

#

!使

所有的
%

(

-

%

#

.

%

%

时得到的
/

E

/(

/0/

E

/%

/

!特别

是
/

E

/#

/0/

E

/%

/

(

证明&假定不存在
%

#

使得
/

E

/#

/0/

E

/%

/

!则必有

1(5

%

+M

/

E

/%

/1

$

!与引理
%

矛盾!所以得证(

引理
A

!若某次计算时使用的精度为
%

%

!对应的舍

入误差为
E

/%

!对于某个计算精度
%

#

!满足
%

#

-

%

%

时不一定得到
/

E

/#

/(/

E

/%

/

(

证明&只要举出
/

E

/#

/2/

E

/%

/

的例子即得证!此例

参见
C(

A

'05

$

%JJI

%图
%>!

(

需要说明的是!引理
!

与引理
#

并不矛盾!引

理
!

说明的是当
%

#

-

%

%

但是两者的差别不大时的

情况!而引理
#

说明的是
%

#

比
%

%

大得多时的情

况(

计算近似的截断误差需要分两步进行!以变量

K

为例&

K

;

F

K

H

E

4

$

9

%

%

H

E

/

$

%

%

%!

其中!

K

;

为数值解!

E

4

$

9

%

%表示使用的步长为
9

%

时得到的截断误差!

E

/

$

%

%

%表示使用精度为
%

%

时

的舍入误差(第一步需要计算
K

/*2

;

FKHE

4

$

9

#

%

H

E

/

$

%

#

%!其中
E

4

$

9

#

%和
E

/

$

%

#

%的含义同上!但

9

#

0

9

%

!

%

%

0

%

#

!以至于
E

4

$

9

#

%

+

$

!

E

/

$

%

#

%

+

$

!

K

/*2

;

称为参考解!且
K

/*2

;

+

K

(第二步计算
K

4

;

F

KHE

4

$

9

%

%

HE

/

$

%

#

%!其中
%

%

0

%

#

使得
E

/

$

%

#

%

+

$

!因此
K

4

;

+

KHE

4

$

9

%

%(最后!由得到的
K

/*2

;

和
K

4

;

可以计算
E

4

$

9

%

%的近似值&

E

4

$

9

%

%

3

K

4

;

G

K

/*2

;

!即近似截断误差(

为了验证参考解方法的有效性!进行如下的数

值试验(图
#

为对比通过理论公式得到的截断误差

与通过参考解算法得到的近似截断误差之间的差

别!所用差分方案为迎风差(图
#0

所用的计算参

数为
#

JF#

"

,

%$$$

!

#

!F$I$$"

!图
#U

中第一个点

所用的计算参数为
#

JF#

"

,

%$$$

!

#

!F$I$$"

!第

二个点的
#

J

和
#

!

为前一点的一半!以此类推(计

算平台为
RL<GBIJ$

!计算所用精度为双精度!参

O$?

大
!

气
!

科
!

学
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图
!

!

同图
#

!但为中央差格式

Z(

A

>!

!

805*0+Z(

A

>#

!

U.42-/4'*7*)4*/*FF(22*/*)7*+7'*5*

考解的计算使用
?

倍精度(

从图
#0

中可以看出!理论截断误差 $由实线表

示%和近似截断误差 $由星号表示%非常一致!说

明了参考解算法得到的截断误差和舍入误差非常精

确(虚线为理论截断误差和近似截断误差之间的差

别!在
%$

[%$以内!完全达到一般数值分析的需求(

如果算法中不断提高计算精度
8#

同时减小计算步

长
9

#

!完全能够达到更高的误差分离精度(从图

#U

可以看出!随着空间分辨率和时间分辨率的提

高 $即
#

J

和
#

!

逐渐减小的过程%!理论截断误差

和近似截断误差之间的差别有增大的趋势!但在

%$

[%?

$

%$

[%$之内!这进一步说明了参考解的误差分

离方法在多种不同
#

J

计算条件下都是相当精确的(

图
!

试验同图
#

!但所用差分方案为中央差(

从图
!0

中可以看出!理论截断误差 $由实线表示%

和近似截断误差 $由星号表示%非常一致!但是位

相与图
#0

不同!而且由于中央差为
#

阶计算精度!

迎风差为
%

阶计算精度!因此截断误差的振幅比图

#0

中的要小(从图
!U

可以看出!随着空间分辨率

和时间分辨率的提高!理论截断误差和近似截断误

差之间的差别有减小的趋势!这也与迎风差的情况

$图
#U

%不同(差别的数值在
%$

[%I

$

%$

[%#之内!

仍然保持了精确性(

C

!

结论和讨论

本文讨论数值积分过程中截断误差和舍入误差

的分离方法!给出某些数值差分格式的理论截断误

差!并以此来分离计算结果中的误差(介绍了参考

解的办法来分离更为一般的微分系统中的截断误差

和舍入误差!以此算法为基础!对一个偏微分方程

的数值解进行计算!所得结果与采用理论截断误差

得到的结果高度一致!说明了参考解方法的正确

性(

对于文中所列的一阶波动方程!迎风差和中央

差格式的理论截断误差在形式上也具有波动的周期

特征!但是振幅的大小与计算参数有关!这一点无

论从公式 $

J

%'$

%%

%或从图
#

'

!

都可以清楚地看

到(参考解方法在使用的过程中也有需要注意的地

方!首先!参考解方法可以应用的时间
!

是有限的

一个时间段!而理论截断误差公式可以适用于任意

!

时刻(其次!参考解方法所用的计算精度要尽量

高!如本文所用的
RL<GBIJ$

计算机的四倍精度比

双精度要高一倍左右(

误差分离方法的理论和试验方法具有广泛的应

用价值!例如!可以用来验证偏微分方程数值解中

E

4

和
E

/

之间是否存在反向关系!讨论它们之间是否

存在不确定性原理等(这些工作有待进一步研究(
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