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短　　论

用一维时间序列确定吸引子维数
应注意的两个问题

①②

李建平③

(兰州大学大气科学系,甘肃省兰州市_ 730000)

摘　要　该文给出了严格自相似和统计自相似的区别,并由此讨论了用一维时间序列

确定吸引子维数应注意的两个问题,即维数计算公式中的标度范围及比例系数问题和双对

数图与D - m 图的关系问题。

关键词　分维　严格自相似　统计自相似　双对数图　D - m 图

中图法分类号　P468. 01

自M andelb ro t 在 70年代引入分形 (fracta l)概念〔1〕以后,自然界中一类与平移不

变性的周期结构不同的具有标度不变性的自相似结构便被揭示出来。利用分形几何这

一数学工具可以对混沌现象中所具有的无穷嵌套的自相似几何结构加以详尽的描述,

即用奇怪吸引子的分维来描述其结构的复杂性,进而对其动力学机制加以探讨。

对一个实际上非常复杂的动力系统而言 (设它是 n 维的) ,其可观测变量往往是有

限的。如何通过已知系统的某一变量或某几个变量得到时间序列 (即系统动力学方程的

解序列)来提取动力系统的演变特征是我们所关注的问题。Packard 等〔2〕提出用时间序

列重构相空间研究吸引子特性的几何; T aken s〔3〕给出了在一定条件下离散时间序列的

嵌入定理; Grassberger等〔4, 5〕将时间序列延拓,提出用关联函数来确定吸引子维数的方

法。从此,利用一维时间序列确定吸引子维数的文章不断涌现。然而,作者发现在众多

的参考文献中有两个问题一直被忽视和认识不清,有些甚至是错误的,从而导致了其后

的一些工作是不可靠的,且后果严重。作者认为对这两个问题如不加以澄清,将会造成

更多的混乱,导致更大的损失。本文针对这两个问题作一些论述。

1　严格自相似和统计自相似的区别——标度范围和比例系数

自相似通常分为两类: (1) _ 数学上严格的有规自相似; (2) _ 统计意义上的无规自
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相似。这两类自相似既有联系又有区别。这种区别在实际中是不能忽视的。无穷层次

的自相似只能在数学上严格实现,而对于实际情形自相似的层次往往是有限的、近似的

(统计的) ,只在一定的尺度范围内存在。在这个尺度范围内分维才是有意义的。因为分

形理论研究都依赖于尺度 ∆→0时取极限,这在实际中是不可能达到的,所以在自然界

中不存在真正的分形〔6〕,只能作为一种近似来处理。

设 F 是一个分形体,N ∆(F)是直径最大为 ∆、可以覆盖 F 的集的最少个数,则N ∆(F)

与尺度 ∆满足标度律
N ∆ (F )∝ ∆- D (1)

在 ∆→0的情形下有

D = lim
∆→0

(- logN ∆ (F ) ölog∆ (2)

此即 F 的分数维。

对于严格自相似而言,任何尺度下分形 F 都有精细结构,局部放大与整体严格相

似。当尺度 ∆缩小 b 倍,则相应的N ∆(F)增大了 bD 倍,即

N ∆öb (F ) = bDN ∆ (F ) (3)

因此,对于严格自相似,尺度 ∆可以无限缩小趋于 0,即 ∆→0时 (1)式成立,其标度范围

为 (0, ∆m ax) , 0< ∆m ax< ∞。于是有

D = - logN ∆(F ) ölog∆(∆→ 0) (4)

而对于统计自相似而言,局部与整体的自相似是近似的 (统计的) ,只在一定范围内存

在, 尺度 ∆不能无限缩小趋于 0,就不能严格满足 (3)式,因而 (1)式中的比例系数不能

忽略。因此,在标度范围内 (即 ∆∈∆m in , ∆m ax , 0< ∆m in< ∆m ax< ∞)有

N ∆(F ) = K ∆- D (5)

K 为比例常数,于是

D = logK ölog∆ - logN ∆ (F ) ölog∆ (6)

式中- log K 是以 log ∆和 logN ∆(F)为坐标轴的双对数图上直线部分在 logN ∆(F)轴上的

截距。可见,严格自相似和统计自相似的区别在于:严格自相似的量测尺度 ∆可以无限
缩小趋于 0; 而统计自相似只在标度范围 ∆∈∆m in , ∆m ax , 0< ∆m in < ∆m ax < ∞内成立, 而在

∆m in > ∆→0时不成立,因此 (6)式不能化为 (4)式。在统计自相似中比例系数 K 不能忽

略,必须保留,所以,它们的维数表达式是有差别的。在实际中忽视了其中的差别将导致

严重的后果。比如,利用时间序列求取吸引子的维数,通常是利用关联函数Cm ( r)与量

测半径 r (在一定范围内,即 r∈rm in , rm ax , 0< rm in< rm ax< ∞)之间的标度关系,即

Cm∝ rD〗 (7)

求得,其中m 为嵌入维数。由于比例系数 Km 不能忽视,故 (7)式写成如下等式

Cm (r) = K m rD (8)

即

D = - logK m ölog r + logCm ölog r (9)

式中 logKm 是以 logr和 logCm ( r)为坐标的双对数图上直线部分在 logCm ( r)轴的截距。

然而,在一些文章〔7—11〕中却忽略了比例系数Km ,误把 logCm (r) ölogr当作系统的分
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维,这是不正确的。众所周知,双对数图上直线部分的斜率即为维数D 的估值。令标度

范围为 rm in, rm ax, 0< rm in< rm ax < ∞, r、r1∈rm in , rm ax,量测半径 r 和 r1 对应的关联函数

分别为Cm (r)和Cm (r1) ,则在 rm in, rm ax内直线的斜率为分维D ,显然

D = [ logCm (r) - logCm (r1) ö]ö[ log r - log r1 (10)

而并非是 logCm ( r) ölog r或 logCm ( r1) ölog r1。由 (10)式是推不出D = logCm ( r) ölog r或

D = logCm ( r1) ölog r1 的 (仅当比例系数Km = 1时可以推出)。而 (10)式与 (9)式却是一致

的,即当 r1= 1时, log r1= 0,对应直线部分在 logCm ( r)轴上的截距为 log Km (如前述) ,所

以D = logCm ( r) - log Km ölog r- 0= - log Km ölog r+ logCm ( r) ölog r, 即为 (9)式。在以

log r (自变量)和 logCm ( r) (因变量)为坐标轴的双对数图上, (9)式是直线的斜截式,

(10)式是直线的两点式,二者是等价的。从下面的分析将会看到把 logCm ( r) ölog r当作

图 1　D 和D 1随 r的变化

F ig. 1　V ariat ion of D and

D 1 w ith r.

系统维数与系统真实的维数D 有很大差别。为讨论

方便,令

D 1 = logCm (r) ölog r (11)

由 (9)式知

D 1 = D + log rK m (12)

&其中标度范围为 r∈[ rm in , rm ax ], 0< rm in< rm ax< ∞。

　 (1)　当 rm in< r< 1时: Km > 1时, D 1= D -

û log rKm û (见图 1中曲线 1) ; Km = 1时, D 1= D (见图

1 中直线 2) ; 0< Km < 1 时, D 1 = D + log rKm (见图 1

中曲线 3)。

　 (2)　当 1< r< rm ax 时: Km > 1时, D 1= D +

log rKm (见图 1曲线 4) ; Km = 1时, D 1= D (见图 1 直

线 2) ; 0< Km < 1时,D 1= D - û log rKm û (见图 1曲线 5)。

在标度范围内D 不随 r的变化而变化,而D 1 却是 r的函数。当比例系数 Km 较大

时, D 和D 1 的值差别是很大的。如所知,在标度范围内分维D (即直线的斜率)应是定

值,因此,用D 1 作为吸引子的维数显然是不合理的,同时用D 1 作为维数还会出现矛盾。

我们知道系统的维数是不会为负值的,然而D 1 会出现负值。因为Cm ( r)≤1,即 logCm

(r)≤0,因此存在 r1,当 r> r1 时, log r> 0,从而 logCm (r) ölog r小于 0。有些作者为了避

免这种情况,用û logCm ( r) ölog rû作为分维计算公式〔7, 11—14〕,这也是不正确的。另外,还有

一种错误就是一些作者在讨论D - m 图上D 随嵌入维数m 的变化曲线时,固定了某个

r值进行讨论 (因D 1 随 r而变,只有将 r固定D 1 才确定)。显然,固定 r与计算直线的斜

率有矛盾,这是由于误把D 1 当作吸引子维数的结果。总之,上面提到的一些错误都是由

于忽略了严格自相似和统计自相似之间标度范围的差别和比例系数 K 造成的。

2　双对数图与D - m 图的关系

用一维时间序列求取吸引子的分维,通常是取延滞时间 Σ,将其作 (m - 1)次漂移构

成m 维相空间。对每一个m 值,通过 r的选取,计算出 logCm ( r)和 log r,作出以 logCm
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( r)和 log r为坐标的双对数图。利用图上线族中每一直线部分的斜率是否达到饱和来

估计吸引子的维数。由前讨论可知,直线部分的斜率不是 logCm ( r) ölog r,而是 (9)式或

(10)式,文献〔13〕误把 logCm (r) ölog r当作直线部分的斜率,这是不正确的。

利用双对数图,对每一个m 可以计算出一个斜率Dm ,那么,可以D , m 为坐标轴,

画出D - m 关系图。由图中Dm 曲线可清楚地判断出Dm 是否能达到饱和、饱和时的值

以及嵌入维数m。由此可知,D - m 图是由双对数图中线族的每一条线的直线部分的斜

率而得到的,它们在求分维上原本是一回事。例如,文献〔13〕利用上海及广州的月平均

温度序列求取吸引子维数时,得到图 2 (广州的计算图略)。该文清楚地说明图 2a 中线

族的每一直线的斜率与嵌入维数m 的关系如图 2b 所示。由图 2b 可清楚地看到上海月

平均温度序列确定的维数是 1. 8左右。而该文却说按图 2a 用D = û lnC (r) ûû ln rû计算求
得吸引子的维数 d≈ 3. 4,这是错误的。错误的原因是: (1) 将û lnC ( r) öûû ln rû当作吸引
子维数的计算公式; (2) 在双对数图与D - m 图的关系上认识不清。该文用广州温度序

列求得的维数也是按上述错误作法得出的,这也是不正确的。由于求得的维数是不正确

的,所以在此基础上的工作当然不可靠。例如,文献〔14—16〕就是在文献〔13〕求得的维

数的基础上进行实验的,所用维数是错的,实验的可靠性就可想而知了。

2　由上海月平均温度序列得到的双对数图 (a)和D - m 图 (b) (引自文献〔13〕)

F ig. 2　Doub le log arithm ic figu re (a) and D - m figu re (b) compu ted from the

tim e series of m ean mon th ly temperatu re of Shanghai( from reference〔13〕).

3　结　　论

(1)　自相似分为两类:严格自相似和统计自相似。两者的区别在于标度范围和比

例系数,因此,它们的维数表达式是有差别的。对于前者其分维公式为

D = - logN ∆ölog∆, (∆→ 0)

对于后者则为

D = logK ölog∆ - logN ∆ölog∆, (∆∈ [∆3 T öm in , ∆m ax , 0 < ∆m in < ∆m ax < ∞)

K 为比例常数。在实际系统中一般都是统计自相似,求取其维数时可以不必计算比例

系数K,通常的方法是算出 logN ∆和 log ∆,由双对数图中直线部分的斜率估算分维。(2)

　双对数图与D - m 图在求分维上是一回事,它们所得的分维值是相同的。
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TWO CONSID ERABL E PROBL EM S ON THE D IM ENSION
OF ATTRACTOR FROM ONE- D IM ENSION T IM E

SER IES OF THE EXPER IM ENTAL DATA

L i J ianp ing
(D ep artm en t of A tm osp heric S ciences, L anz hou U niversity , L anz hou , Gansu 730000)

Abstract　 In th is paper, the d ifference betw een strict self- sim ila r and sta t ist ica l

self- sim ila r has been given. Based on the d ifference, tw o con siderab le p rob lem s on

the d im en sion of a t t racto r from one- d im en sion t im e series of the experim en ta l da ta,

nam ely, the range of sca le and the coefficien t of p ropo rt ion in the fo rm u la of fracta l d i2
m en sion, and the rela t ion sh ip betw een the doub lelogarithm ic figu re and the D - m fig2
u re are d iscu ssed.

Key words　F racta l d im en sion　Strict self- sim ila r　Sta t ist ica l self- sim ila r　

Doub le logarithm ic figu re　D - m figu re
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