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摘要　　从一类非线性演化方程出发 ,得到其全局吸引子 ,并利用截断技巧讨论了它

的惯性流形. 然后 ,根据大气方程组算子的性质 ,证明强迫耗散非线性大气算子方程

即为这类非线性演化方程 ,从而在耗散算子满足谱间断条件下得到大气方程组的惯

性流形的存在 ,为进一步研究大气方程组全局吸引子上的动力性质及设计性能良好

的数值格式提供了基础.

关键词　　惯性流形　非线性演化方程　全局吸引子　算子方程　算子

强迫耗散非线性大气动力学方程组的定性理论研究表明[1～13 ] ,无论是干空气还是湿大

气 ,无论是有地形作用还是无地形作用 ,无论是定常外源强迫还是非定常外源强迫 ,大气系统

都将随着时间的增长演化到全局吸引子上 ,其解的长期行为是由全局吸引子决定的 ,全局吸引

子外的点的运动只有暂态意义 ,对于研究时间趋于无穷的渐近状态无关. 大气吸引子的存在

性揭示出大气系统具有向外源强迫的非线性适应过程 ,完整的大气动力学偏微分方程组解的

渐近性质可以用一个有限维的常微分方程组精确描述 ,从而为建立和设计长期数值天气预报

模式和数值气候预测模式提供了必要的数理依据. 然而 ,这个全局吸引子可能具有分数维数 ,

是不光滑的流形. 同时 ,吸引子对系统解轨道的收敛率也不是指数控制的. 这就为进一步的

动力分析和实际计算带来困难. 因此 ,寻找包含全局吸引子且是指数吸引解轨线的不变的光

滑流形是重要的 ,这就是近年来在无穷维动力系统的研究中 ,除全局吸引子外 ,另一个刻划方

程解的渐近性态的重要基本概念———惯性流形[14～16 ] . 研究惯性流形不仅对分析全局吸引子

上的动力性质有重要意义 ,而且对设计合理的离散化数值格式也有重要的指导意义. 大气方

程组是否存在惯性流形呢 ? 本文就主要讨论这个问题.

1　惯性流形的定义

定义 1　设半群算子{ S ( t) } t≥0具有全局吸引子 A ,子集 MI < H ( H是 Hilbert 空间)是它

的一个惯性流形 ,如果它满足 :

( ⅰ) MI是有限维的光滑流形 (起码是 Lipshitz流形) ;
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　　( ⅱ) MI是不变流形 ,即有

S ( t) MI < M I ; (1)

　　( ⅲ) MI指数吸引系统的所有解轨道 ,即存在常数 k1 , k2 > 0 ,对于 u0∈H ,有

dis t ( S ( t) u0 , MI) ≤ k1e - k
2

t , Π t ≥0 ; (2)

　　( ⅳ) S ( t)的全局吸引子 A 在 MI上.

2　一类非线性演化方程的全局吸引子及其惯性流形

211　一类非线性演化方程

给定 Hilbert空间 H ,内积 (·,·) ,范数| ·| . 考虑如下的一类非线性演化方程

d ;
d t

+ L ; + R ( ; ) = 0 , (3)

其中

R ( ; ) =δ1 B ( ; , ; ) +δ2 B1 ( ; , ; ) +δ3 A ; - f , (4)

其中δi ( i = 1 ,2 ,3)满足

δi = 0或 1 ,且δ1 +δ2 ≥1. (5)

对δ2 = 0的情形 ,已有文献讨论过[14～16 ] ;对δ2 = 1的情形则是本文首先提出并研究的. 线性

算子 L 是 H中无界自伴正定算子 , D ( L)在 H中稠 ,L - 1是紧的. 映射 ; →L ; 是 D ( L )到 H的

同构. 令 Ls表示L 的 s次幂 ( s∈R) . 空间 V2 s = D ( Ls)是具如下内积的 Hilbert空间

( ; 1 , ; 2) 2 s = ( L s ; 1 , Ls ; 2) , Π ; 1 , ; 2 ∈D ( Ls) , (6)

; ∈Vs ,令

| ; | s = ( ; , ; ) 1/ 2
s . (7)

　　由于 L - 1是自共轭的紧算子 ,所以由 Rellich推论[14～16 ]知 ,H中存在一个由 L 的特征向量

构造的完备正交基{ wj}
∞
j = 1和可数个正数λj使得

Lwj =λjwj ( j = 1 ,2 , ⋯) (8)

特征值{λj}
∞
j = 1满足

0 <λ1 ≤λ2 ≤⋯≤λj ≤λj +1 ≤⋯, (9)

lim
j→∞
λj = + ∞. (10)

由 (8) , (9)式易得

L1/ 2 ; ≥λ1/ 2
1 ; , Π ; ∈D ( L1/ 2) , (11)

Ls +1/ 2 ; ≥λ1/ 2
1 Ls ; , Π ; ∈D ( Ls +1/ 2) , Π s . (12)

记 P = PN 是从 H到 Span{ w1 , ⋯, wN}的正交投影 , QN = I - PN ,则有

λ1 p ≤ Lp ≤λN p , p ∈ PD ( L) , (13)

Lq ≥λN +1 q , q ∈QD ( L) , (14)

B ( ; , ; ) , B1 ( ; , ; )是 D ( L ) ×D ( L ) →H上的双线性算子 , A 是 D ( L ) →H的线性算子 ,设 B

( ; , ; ) , B1 ( ; , ; )满足

(δ1 B ( ; , ; 1) +δ2 B1 ( ; , ; 1) , ; 1) = 0 , Π ; , ; 1 ∈D ( L) , (15)
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B ( ; , ; 1) ≤ C1 ; 1/ 2 L1/ 2 ; 1/ 2 L1/ 2 ; 1
1/ 2 L ; 1

1/ 2
, Π ; , ; 1 ∈D ( L) , (16)

B1 ( ; , ; 1) ≤ C2 L1/ 2 ; 1/ 2 L1/ 2 ; 1
1/ 2

, Π ; , ; 1 ∈D ( L) ; (17)

A 满足下面性质之一

A ; ≤ C3 L1/ 2 ; , 　　　　Π ; ∈D ( L) , (18)

A ; ≤ C4 L1/ 2 ; 1/ 2 L ; 1/ 2 , Π ; ∈D ( L) ; (19)

另外 , B , B1 , A 还有如下连续性质 :

L1/ 2 B ( ; , ; 1) ≤ C5 L ; L ; 1 , 　　Π ; , ; 1 ∈D ( L) , (20)

L1/ 2 B1 ( ; , ; 1) ≤ C6 L ; 1/ 2 L ; 1
1/ 2

, Π ; , ; 1 ∈D ( L) , (21)

L1/ 2 A ; ≤ C7 L ; , 　　　　　　　　Π ; ∈D ( L) . (22)

以上 Ci ( i = 1 , ⋯,7)均为正常数. 另外 ,设 A + L 是正定的 ,即存在常数 C8 > 0 ,

( ( A + L) ; , ; ) ≥ C8 L1/ 2 ; 2 , Π ; ∈D ( L) , (23)

　　如果 A 是反伴的 ,即

( A ; , ; ) = 0 , Π ; ∈D ( L) , (24)

则 (23)显然成立 ,当然上面可以不限定 A 是反伴算子.

212　全局吸引子

考虑 (3)式的初值问题 ,即 (3)式有初始条件 :

; (0) = ; 0 ∈H. (25)

设初值问题 (3)和 (23)存在唯一解 S ( t) ; 0 ∈D ( L ) , Π t ∈R + ,映射 S ( t)具备通常的半群性

质.

由前面所述算子的性质有

引理 1　对任何初值 ; 0∈H ,存在依赖于λ1 , f , L1/ 2 f 的ρ0 ,ρ1 ,ρ2 ,满足

lim
t→+∞

sup ; ( t) 2 ≤ρ2
0 , (26)

lim
t→+∞

sup L1/ 2 ; ( t) 2 ≤ρ2
1 , (27)

lim
t→+∞

sup L ; ( t) 2 ≤ρ2
2 . (28)

　　由引理 1知 (3)式的任何解在某个时间之后 t ≥τ> 0分别进入球 :

B0 = { ; ∈H , ; ≤2ρ0} , (29)

B1 = { ; ∈D ( L1/ 2) , L1/ 2 ; ≤2ρ1} , (30)

B2 = { ; ∈D ( L) , L ; ≤2ρ2} . (31)

于是有

定理 1　演化方程 (3)存在一个全局吸引子 A ,它是 B2的极限集 ,即

A = ω( B2) = ∩
s≥0
∪

t≥s
S ( t) B2 , (32)

(其中闭包取在 H上) ,且有

A Α B2 ∩B1 ∩B0 . (33)

213　惯性流形

利用文献[14 ]的截断技巧来讨论方程 (3)的惯性流形. 设θ( s)为R + →[0 ,1 ]上的光滑函
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数

θ( s) =
1 , 　　s ∈[0 ,1 ] ;

0 , 　　s ≥2 ;

θ′( s) ≤2 , 　　s ≥0

(34)

固定ρ= 2ρ2 ,定义

θρ( s) =θ( s/ρ) , s ≥0 , (35)

则 (3)式的截断方程为

d ;
d t

+ L ; + F( ; ) = 0 , (36)

其中 F( u) =θρ( | L ; | ) R ( ; ) . 显然 ,当| L ; | ≤ρ时 ,θρ( | L ; | ) = 1 ,这时 (36)式与 (3)式是一致

的. 当| L ; | ≥2ρ时 ,θρ( | L ; | ) = 0 ,此时对 (36)式两边与 L2 ; 做内积 ,有

1
2

d
d t

L ; 2 +λ1 L ; 2 ≤ 1
2

d
d t

L ; 2 +λ1 L3/ 2 ; 2 ≤0. (37)

所以在 D ( L)中轨线 ; ( t)按指数速率收敛于半径ρ3≥2ρ的球中.

令 p ( t) = P; , q ( t) = Q; ,则 p , q在 PH和 QH上满足

d p
d t

+ Lp + PF( ; ) = 0 , (38)

d q
d t

+ Lq + QF( ; ) = 0 , (39)

其中 ; = p + q ,惯性流形 MI = Graph (Φ) ,即它是由 Lipschitz映射Φ: PD ( L) →QD ( L )的图构

造得到的. 映射Φ是在函数类空间 Hb , l的不动点得到. 函数类空间 Hb , l的定义如下 :

定义 2　Hb , l是Lipschitz映射Φ: PD ( L) →QD ( L)所构造的函数空间 ,满足

( ⅰ) LΦ( p) ≤b , b > 0待定 , p∈PD ( L) ; (40)

( ⅱ) LΦ( p1) - LΦ( p2) ≤l Lp1 - Lp2 , l > 0 , p1 , p2∈PD ( L) ; (41)

( ⅲ) suppΦΑ{ p∈PD ( L) Lp ≤4ρ} . (42)

引入距离

‖Φ1 - Φ2‖ = sup
p∈D ( l)

LΦ1 ( p) - LΦ2 ( p) , (43)

则 Hb , l是一个完备度量空间.

对于Φ∈Hb , l定义 PD ( L)上的惯性映射 T :

TΦ( p0) = -∫
0

- ∞
eτLQQF( ; ) dτ, p0 ∈ PD ( L) , (44)

其中 ; (τ) = p (τ;Φ, p0) +Φ( p (τ;Φ, p0) ) , p (τ;Φ, p0)是 (36)式满足初值 p (τ;Φ, p0) = p0

的解. 于是 ,对方程 (3)有1)

定理 2　设算子 A , B , B1 , L 满足 (8)～ (16) , (20)～ (23)及 (18)或 (19)式 ,0 < l < 1/ 8 ,且

存在常数 N0 , K1 , K2 (它们依赖于 l 和初值) ,使 N ≥N0 ,λN + 1 ≥K1 ,λN + 1 - λN ≥K2 ,则存在

b > 0 ,使

( ⅰ) T映射 Hb , l为 Hb , l ;

　　1)李建平. 大气和海洋动力学方程组的定性理论及其应用. 兰州大学博士学位论文 ,1997. 209
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( ⅱ) T在 Hb , l中有一个不动点 ;

( ⅲ) MI = Graph (Φ)是 (3)式的惯性流形 ;

( ⅳ) MI含有 (3)式的全局吸引子.

3　大气方程组的惯性流形

311　方程描述

在 (λ,θ, p)坐标下 ,大尺度大气运动方程组为[1～3 ] :

5 u
5 t

+Λu + 2Ωcosθ+
ctgθ

a
u v +

1
asinθ

5 <
5λ + L1 u = 0 , (45)

5 v
5 t

+Λv - 2Ωcosθ+
ctgθ

a
u u +

1
a

5 <
5θ + L1 v = 0 , (46)

5 <
5 p

+
R
p

T = 0 , (47)

1
asinθ

5 u
5λ +

5 vsinθ
5θ +

5ω
5 p

= 0 , (48)

R2

C2
5 T
5 t

+
R2

C2ΛT -
R
p
ω + L2 T =

R2

C2
ε
Cp

, (49)

其中

Λ =
u

asinθ
5

5λ +
v
a

5
5θ+ω 5

5 p
,

L i = -
5

5 p
l i

5
5 p

- μi

Δ2, 　( i = 1 ,2) ,

l i =υi ( gp/ R�T) 2 , 　( i = 1 ,2) ,

Δ2= 1
asinθ

5
5θsinθ 5

5θ+
1

a2sin2θ
52

5λ2 ,

C2 = R2 �T (γd - γ) / g ,

�T = �T ( p)为等 p面上的平均值 , T为相对于 �T 偏差 , <为相对于 �<偏差 ,ε对大气的非绝热加

热 ,其余符号是通常用的. 方程的求解区域为Ω = S2 ×( p0 , Ps) , 0 < p0 < Ps < ∞,其中 p0 是

某个任意小的正数 , Ps为地面气压 ,边界条件为 :

在大气压顶 p = p0上 ,

(5 u/ 5 p ,5 v/ 5 p , ω, 5 T/ 5 p) = 0 ; (50)

　　在地面 p = Ps上 ,

u = v = ω = 0 , (51)

5 T/ 5 p =αs ( Ts - T) , (52)

其中 Ts为地表面上的温度 ,αs是与湍流导热率有关的参数 ,下面仅讨论 (52)式为齐次情形 ,

即

5 T/ 5 p = - αs T. (53)

对于非齐次情形 ,可以利用将其齐次化来讨论. 由于不考虑地形 ,因此 , <(λ,θ, Ps) = 0.

初始条件为 :
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( u , v , T) | t = 0 = ( u
(0)

, v
(0)

, T
(0) ) . (54)

由 (48)式及边界条件知 :

ω(λ,θ, p) = -∫
P

s

p
(5ω/ 5 p) d p = -∫

P
s

p
( (5 u/ 5λ+ 5 vsinθ/ 5θ) / asinθ) d p. (55)

同理 ,有

<(λ,θ, p) = -∫
Ps

p
(5 </ 5 p) d p = -∫

Ps

p
( RT/ p) d p. (56)

　　方程组 (45)～ (49)实质是关于 u , v , T三个变量的方程 ,即方程 (45) 、(46)和 (49) ,其中的

ω, <由 (55)和 (56)式给出. 因此 ,引入向量函数

; = ( u , v , ( R/ C) T) T , (57)

则方程 (45)～ (49)可写成如下的算子方程 :

5 ;
5 t

+ R ( ; ) + L ; = 0 , (58)

其中

R ( ; ) = B ( ; ) ; + B1 ( ; ) ; + A ; - ξ, (59)

L = diag ( L1 , L1 , C2 L2/ R2) , (60)

B ( ; ) =

Λ1 uctgθ/ a 0

- uctgθ/ a Λ1 0

0 0 Λ1

, (61)

B1 ( ; ) = diag ω 5
5 p

,ω 5
5 p

,ω 5
5 p

, (62)

A 为线性算子

A ; = fv +
1

asinθ
5 <
5λ, - f u +

1
a

5 <
5θ, -

C
p
ω

T

, (63)

( A ; 1 , ; 2) =∫Ω fv1 +
1

asinθ
5 <
5λ u2 + - f u1 +

1
a

5 <1

5θ v2 + -
R
p
ω1 T2 dΩ , (64)

这里ω, <由 (55)式及 (56)式给出 ,即

ωi (λ,θ, p) = -∫
Ps

p
( (5 ui/ 5λ+ 5 visinθ/ 5θ) / asinθ) d p　( i = 1 ,2) ,

<i (λ,θ, p) = -∫
P

s

p
( RTi/ p) d p　( i = 1 ,2) ,

Λ1 =
u

asinθ
5

5λ +
v
a

5
5θ, (65)

ξ = (0 ,0 , Rε/ ( CCp) ) T. (66)

　　本文讨论非绝热加热ε为给定的定常情形 ,此时初边值问题 (45)～ (54)存在唯一解[5 ] ,因

此初值为 ; (0) = ; 0的算子方程 (58)定义了一个半群算子 S ( t) .

312　算子的性质

令 H为 Hilbert空间 (下面均取 H = L2 (Ω) ) , D ( L )是对应于边界条件 (50) , (51) , (53) (记

它们为 D5Ω)的算子 L 的定义域 ,则 D ( L) = { ; | ; ∈C∞( �Ω) , D5Ω} ,且 D ( L )是一线性稠密集
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合.

引理 2　算子 L 是对称的 ,即
( L ; 1 , ; 2) = ( ; 1 , L ; 2) , 　Π ; 1 , ; 2 ∈D ( L) . (67)

　　引理 3　算子 L 是自共轭的.

易证 ,当 ; ∈D ( L)时 ,有

( L ; , ; ) ≥0. (68)

更进一步 ,有存在常数 C1 , C2 > 0 ,使得

( L ; , ; ) ≥ C1‖; ‖1 , (69)

( L ; , ; ) ≥ C2‖; ‖0 . (70)

其中

‖; ‖1 = ( ‖u‖2
H

1 + ‖v‖2
H

1 + ‖T‖2
H

1) 1/ 2 , (71)

‖; ‖0 = ( ‖u‖2 + ‖v‖2 + ‖T‖2) 1/ 2 , (72)

这里‖·‖H
1取 H1 (Ω)中范数 ,‖·‖取 L2 (Ω)中范数. 因此 ,有

引理 4　算子 L 是正定算子 ,即存在常数 C > 0 ,使得

( L ; , ; ) ≥ C( ; , ; ) , 　Π ; ∈D ( L) , (73)

其中等号当且仅当 ; = 0时成立.

由以上分析知 ,L 是自伴正定的线性算子 ,因此在 D ( L)上又引入新的内积
( ; 1 , ; 2) = ( L ; 1 , ; 2) . (74)

由此诱导出的新范数为

‖; ‖1 = ( ; , ; ) 1/ 2
1 = ( L ; , ; ) 1/ 2 , 　; ∈D ( L) . (75)

按此模取 D ( L)的闭包 ,得到一个新的完备的 Hilbert 空间. 显然 ,由这个空间的构造知道 , D

( L)在 H1中稠密. 由算子 L 的正定性知 ,

‖; ‖0 ≤ C - 1‖; ‖1 , ; ∈D ( L) . (76)

于是 ,可建立空间 H1与空间 H的某一子集之间的一一对应关系. 这样 ,把 H1嵌入到 H.

更一般地 ,令 Ls表示L 的 s 次幂 ( s ∈R) ,空间 H2 s = D ( Ls)是具备如下内积的 Hilbert 空

间 :

( ; 1 , ; 2) 2 s = ( Ls ; 1 , L s ; 2) , 　Π ; 1 , ; 2 ∈D ( Ls) , (77)

; ∈Hs ,另外 ,

‖; ‖s = ( ; , ; ) 1/ 2
s . (78)

　　引理 5　算子 L 的逆算子L - 1是紧算子.

证明 :　Π f ∈H ,则 L ; = f 在 D ( L)中存在唯一解 ; = L - 1 f ,再由

‖; ‖2 ≤ C ( L ; , ; ) = C ( f , ; ) ,

可有

‖; ‖≤ C 3 ‖f ‖. (79)

故 L - 1是 H→H1线性有界算子. 又 H1到 H嵌入是紧的 ,所以 L - 1是紧算子.

由于 L 是自伴的 , L - 1也是自伴的 ,故 L - 1是自共轭紧算子. 于是存在 H的正交完备基

{ wj}
∞
j = 1和可数个正数λ̂j > 0 , λ̂j >λ̂j + 1 ,有
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L - 1 wj = λ̂wj　( j = 1 ,2 , ⋯) (80)

记λj =λ̂- 1
j ,则有

Lwj =λjwj , wj ∈D ( L) ( j = 1 ,2 , ⋯) , (81)

0 <λ1 ≤λ2 ≤⋯≤λj ≤λj +1 ≤⋯, (82)

lim
j→∞
λj = ∞. (83)

这样算子 L 具有性质 (11)～ (14) .

对于算子 B , B1 , A 有

引理 6

( B ( ; , ; 1) + B1 ( ; , ; 1) , ; 1) = 0 , (84)

( A ; , ; ) = 0. (85)

　　令

B ( ; , ; 1) = B ( ; ) ; 1 , (86)

B1 ( ; , ; 1) = B1 ( ; ) ; 1 , (87)

则 B ( ; , ; 1) , B1 ( ; , ; 1)均为 D ( L ) ×D ( L ) →H上的双线性算子. 根据 Holder 不等式及

Sobolev插入不等式 ,有

引理 7　存在常数 C1 > 0使得

| B ( ; , ; 1) | ≤ C1‖; ‖1/ 2
0 ‖; ‖1/ 2

1 ‖; 1‖
1/ 2
1 ‖; 1‖

1/ 2
2 , (88)

其中

‖; 1‖2 = ( ‖u‖2
2 + ‖v‖2

2 + ‖T‖2
2) 1/ 2 . (89)

　　根据 Friedrichs不等式有

‖ω‖≤ K1‖5ω/ 5 p‖, (90)

其中常数 K1 > 0. 再由Minkowski不等式有

‖ω‖≤ K1 (| u | 1 +| v | 1) , (91)

同样有 ,

‖<‖≤ K2‖5 </ 5 p‖, (92)

‖<‖≤ K2‖RT/ C‖. (93)

其中常数 K2 > 0. 再根据 Schwarz不等式有

引理 8　存在常数 k , K > 0有

| B1 ( ; , ; 1) | ≤ k‖; ‖1‖; 1‖1 , (94)

| A ; | ≤ K‖; ‖1 . (95)

313　惯性流形

根据引理 2～8知 ,方程 (58)中的算子满足方程 (3)中的算子所具有的性质 ,因此引理 1成

立 ,且当谱间断条件被满足时 ,定理 2对方程 (58)成立. 这说明 ,在这样的条件下 ,大气运动方

程组 (45)～ (49) ,存在全局吸引子 A 和惯性流形 MI ,其全局吸引子 A 在 M I上 , MI 以指数速

率吸引方程组 (45)～ (49)的所有解轨道.
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4　小结

本文首先讨论了一类非线性演化方程的全局吸引子和惯性流形 ,然后证明大气方程组即

是这类非线性演化方程 ,从而在耗散算子满足谱间断的条件下得到大气方程组惯性流形的存

在. 由于惯性流形是指数吸引方程解的不变的光滑流形 ,这就为深入了解全局吸引子的动力

结构和特性提供了基础. 此外 ,还可以利用惯性流形的存在来设计性能良好的数值格式 ,为逼

真的模拟大气长时间变化提供保证. 如果设计的离散化数值格式也存在惯性流形 MτI (其中τ

为时间步长) ,而且当τ→0时 , MτI →MI ,则表明这种数值格式是能够模拟出原方程解的长期

行为 ,是比较好的. 关于此我们将另文报道.
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